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Re´sume´
On introduit une de´formation des se´ries de Dirichlet d’une variable
complexe s, sous la forme d’un ope´rateur pour chaque nombre complexe
s, agissant sur les se´ries formelles en une variable q sans terme constant.
On montre que les fractions de Bernoulli-Carlitz sont les images de certains
polynoˆmes en q par les ope´rateurs associe´s a` la fonction ζ de Riemann aux
entiers ne´gatifs.
1 Ope´rateurs associe´s aux se´ries de Dirichlet
A chaque suite (an)n≥1 de nombres complexes, on associe la se´rie de Dirichlet
formelle
ζ(a, s) =
∑
n≥1
an
ns
, (1)
ou` s est un nombre complexe. Le produit de deux telles se´ries correspond a` la
convolution des suites de nombres complexes :
ζ(a, s)ζ(b, s) = ζ(a ∗ b, s), (2)
ou` (a ∗ b)n =
∑
d|n ad bn/d.
Conside´rons maintenant l’anneau C[[q]] des se´ries formelles a` coefficients
complexes en une variable q. Pour n ≥ 1, on de´finit le nombre quantique
[n] =
qn − 1
q − 1
(3)
et l’ope´rateur de Frobenius formel
Fn(f) = f(q
n), (4)
agissant sur C[[q]] et par restriction sur le sous espace qC[[q]] des se´ries formelles
sans terme constant.
A chaque suite (an)n≥1, on peut alors associer l’ope´rateur
ζq(a, s) =
∑
n≥1
anFn
[n]s
, (5)
qui agit sur qC[[q]]. Cet ope´rateur est bien de´fini pour tout nombre complexe s.
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Lemme 1.1 Pour tous m,n entiers non nuls, on a la relation
Fm
[m]s
Fn
[n]s
=
Fmn
[mn]s
. (6)
En particulier, ces deux ope´rateurs commutent.
Par conse´quent,
Proposition 1.2 L’application a 7→ ζq(a, s) est un morphisme de l’alge`bre des
suites de nombres complexes pour la convolution dans l’alge`bre des ope´rateurs
line´aires sur qC[[q]].
En particulier, si la suite a est multiplicative, l’ope´rateur ζq(a, s) admet un
produit eule´rien, exactement similaire au produit eule´rien de la se´rie de Dirichlet
ζ(a, s).
Par exemple, la fonction ζ de Riemann est la se´rie de Dirichlet associe´e a` la
suite constante e´gale a` 1. On a donc un ope´rateur ζq de´fini par
ζq(s) =
∑
n≥1
Fn
[n]s
. (7)
Cet ope´rateur admet le produit eule´rien
ζq(s) =
∏
p
(
1−
Fp
[p]s
)−1
, (8)
ou` le produit porte sur l’ensemble des nombres premiers.
Remarque : un ope´rateur Zeta proche de l’ope´rateur ζq(0) a e´te´ introduit
dans [Mey05]. Il utilise plutoˆt la variable τ telle que q = exp(2ipiτ).
2 Fractions de Bernoulli-Carlitz
Introduisons maintenant les fractions de Bernoulli-Carlitz, qui vont jouer
le roˆle des nombres de Bernoulli. Ces fractions ont e´te´ de´finies par Carlitz
[Car48, Car54], puis e´tudie´es par Koblitz et Satoh [Kob82, Sat89]. Elles sont
aussi apparues plus re´cemment dans [Cha08], avec une motivation alge´brique.
On peut les de´finir par la re´currence suivante : on pose β0 = 1 et
q(qβ + 1)n − βn =
{
1 si n = 1,
0 si n > 1.
(9)
Dans cette expression, par convention, on pose βi = βi pour tout entier i, apre`s
avoir de´veloppe´ la puissance du binoˆme.
On obtient ainsi une suite de fractions rationnelles βn dans le corps Q(q).
On peut montrer (voir [Car48]) que ces fractions n’ont pas de poˆle en q = 1 et
que la valeur de βn en q = 1 est le nombre de Bernoulli Bn.
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Les premie`res fractions sont
β0 = 1, (10)
β1 = −
1
Φ2
, (11)
β2 =
q
Φ2Φ3
, (12)
β3 =
q(1 − q)
Φ2Φ3Φ4
, (13)
β4 =
q(q4 − q3 − 2q2 − q + 1)
Φ2Φ3Φ4Φ5
, (14)
ou` les Φn sont les polynoˆmes cyclotomiques.
Soit B(t) la se´rie ge´ne´ratrice des βn :
B(t) =
∑
n≥0
βn
tn
n!
. (15)
La re´currence (9) se traduit en une e´quation fonctionnelle pour B :
B(t) = qetB(qt) + 1− q − t. (16)
On ve´rifie (en utilisant la relation 1 + q[n] = [n+ 1]) que la solution de (16)
est donne´e par
B(t) =
∑
n≥0
(1− q)qne[n]t − tq2ne[n]t. (17)
Par de´rivations successives par rapport a` t, on obtient la formule explicite
βn =
∑
k≥1
qk[k]n−1 − (n+ 1)
∑
k≥1
q2k[k]n−1, (18)
valable pour n ≥ 2.
En utilisant l’ope´rateur ζq(1− n), on obtient donc le re´sultat suivant.
The´ore`me 2.1 Pour n ≥ 2, on a
βn = ζq(1 − n)
(
q − (n+ 1)q2
)
. (19)
L’e´galite´ (19) est un q-analogue naturel du re´sultat d’Euler qui relie les
valeurs prises aux entiers ne´gatifs par la fonction ζ de Riemann et les nombres
de Bernoulli Bn : pour tout n ≥ 2, on a
Bn = ζ(1− n)(−n). (20)
On peut espe´rer de´duire le re´sultat classique d’Euler par un passage a` la
limite q = 1 en un sens approprie´. Un travail analytique reste a` faire pour
obtenir cela.
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3 Ope´rateur q-Zeta de Hurwitz
Comme dans le cas classique, les re´sultats pre´ce´dents ont des analogues pour
l’ope´rateur q-Zeta de Hurwitz.
Soit x ∈ Q>0. On note encore Fn+x l’ope´rateur de Frobenius formel
Fn+x(f) = f(q
n+x), (21)
qui agit sur les se´ries de Puiseux sans terme constant en la variable q.
On de´finit alors l’ope´rateur Zeta de Hurwitz
ζq(s, x) =
∑
n≥0
Fn+x
[n+ x]s
. (22)
Proposition 3.1 Pour tout N ≥ 1 et tout s dans C, on a la relation de distri-
bution ∑
0≤j<N
FN
[N ]s
ζq(s,
x+ j
N
) = ζq(s, x). (23)
La preuve est imme´diate, en utilisant la de´finition (22) et une version adapte´e
du Lemme 1.1.
Par ailleurs, on introduit (d’apre`s Carlitz) des q-polynoˆmes de Bernoulli par
la formule symbolique
βn(x) = (q
xβ + [x])n. (24)
Ce sont des polynoˆmes en la variable qx a` coefficients dans Q(q).
La se´rie ge´ne´ratrice des q-polynoˆmes de Bernoulli est alors
e[x]tB(qxt). (25)
La se´rie ge´ne´ratrice des βn(x) est donc explicitement donne´e par
e[x]t
∑
n≥0
(1 − q)qne[n]q
xt
− tq2n+xe[n]q
xt. (26)
soit encore (par la relation [x] + qx[n] = [n+ x])∑
n≥0
(1− q)qne[n+x]t − tq2n+xe[n+x]t. (27)
Par de´rivations successives par rapport a` t, on obtient la formule explicite
qxβn(x) =
∑
k≥0
qk+x[k + x]n−1 − (n+ 1)
∑
k≥0
q2k+2x[k + x]n−1, (28)
valable pour n ≥ 0.
En exprimant ceci avec l’ope´rateur q-Zeta de Hurwitz, on trouve l’e´galite´
suivante.
Proposition 3.2 Pour n ≥ 0, on a la relation
qxβn(x) = ζq(1− n, x)
(
q − (n+ 1)q2
)
. (29)
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4 Ope´rateurs q-L de Dirichlet
Comme dans le cas classique, on peut ge´ne´raliser les re´sultats pre´ce´dents
aux ope´rateurs q-L associe´s aux caracte`res de Dirichlet, en utilisant l’ope´rateur
q-Zeta de Hurwitz.
Soit χ un caracte`re de Dirichlet de conducteur N . On de´finit un ope´rateur
Lq(χ, s) =
∑
n≥1
χ(n)Fn
[n]s
. (30)
On suppose maintenant que χ n’est pas un caracte`re trivial, pour simplifier.
Proposition 4.1 On a
Lq(χ, s) =
∑
0≤j<N
χ(j)
FN
[N ]s
ζq(s, j/N). (31)
La preuve est similaire a` celle de la relation de distribution.
On introduit alors les analogues des fractions de Bernoulli-Carlitz pour le
caracte`re χ :
βχ,n =
∑
0≤j<N
χ(j)
FN
[N ]1−n
(
qj/Nβn(j/N)
)
. (32)
On de´duit des propositions 3.2 et 4.1 l’e´galite´ suivante.
Proposition 4.2 Pour n ≥ 0, on a
βχ,n = Lq(χ, 1− n)
(
q − (n+ 1)q2
)
. (33)
5 Calcul des valeurs aux entiers ne´gatifs
Soit χ un caracte`re de Dirichlet et r un entier strictement positif. Comme
χ est pe´riodique, la somme fχ(r) =
∑
n≥1 χ(n)q
nr est une fraction rationnelle.
C’est aussi la valeur Lq(χ, 0)q
r. Par exemple, pour le caracte`re trivial, on obtient
qr/(1− qr).
Si f est une fonction de la variable r, on note ∆ l’ope´rateur suivant (qui est
une forme de q-diffe´rence) :
∆(f) =
f(r + 1)− f(r)
q − 1
. (34)
L’ope´rateur ∆ agit sur l’ensemble des fractions en q et qr qui, en tant que
fonction de q pour tout r entier fixe´, ont des poˆles seulement sur le cercle unite´
et sont nulles en ze´ro.
L’ope´rateur ∆ ve´rifie
∆(qnr) = [n]qnr. (35)
On a donc, pour tout i ≤ 0 et tout entier r ≥ 1, la valeur
Lq(χ, i)q
r = ∆ifχ. (36)
Il en re´sulte donc que toutes ces valeurs sont des fractions rationnelles en q,
nulles en ze´ro et avec poˆles sur le cercle unite´.
Proposition 5.1 Soit P un polynoˆme en q sans terme constant. Si i ≤ 0, alors
ζq(χ, i)P est une fraction rationnelle en q.
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6 Remarques et spe´culations
Parmi les diffe´rentes fonctions q-Zeta qui sont apparues dans la litte´rature
[KKW03, Tsu91, Kim04], certaines sont obtenues par application de l’ope´rateur
q-Zeta a` diverses puissances de q. Il paraˆıt plus naturel d’e´tudier l’ope´rateur lui-
meˆme plutoˆt qu’un choix arbitraire de ses valeurs.
On peut imaginer que les valeurs spe´ciales des fonctions L correspondent a`
l’e´valuation des ope´rateurs q-L en des arguments particuliers. Il faudrait e´crire
la valeur spe´ciale comme un quotient et trouver des q-analogues du nume´rateur
et du de´nominateur.
Vu son produit eule´rien, on peut aussi imaginer l’existence d’une e´quation
fonctionnelle pour l’ope´rateur ζq(s). Il s’agirait de comple´ter le produit eule´rien
en introduisant un ope´rateur γ(s) correspondant au facteur archime´dien. Cet
ope´rateur devrait commuter avec tous les ope´rateurs Fn[n]s , pour que le produit
eule´rien comple´te´ reste totalement commutatif.
On observe nume´riquement la proprie´te´ suivante des fractions de Bernoulli-
Carlitz. Leur nume´rateur a quelques ze´ros re´els positifs, beaucoup de ze´ros sur
le cercle unite´ et quelque paires de ze´ros complexes. Ceci semble aussi vrai pour
les fractions similaires associe´es aux caracte`res de Dirichlet.
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